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Nell'esposizione che seque sono trattati alcuni aspetti del
seguente problema.

Sia P(D), D = (D1,...,Dn), Dj = -j a/axj, un polinomio dif-
ferenziale su R" e siano 91c192c Q aperti di R". Si vogliono fornire
condizioni sufficienti, e possibilmente necessarie e sufficienti, affin

ché per un aperto ACQ2 valga uno dei seguenti risultati:

(1) uen'(Q), ue c°°(n1), P(D)u ec‘”(nz) = uecC (A),

[\

oppure, per un dato o 2 1,

(o) (o)

(1D uen'(2), uer(a ), POjucr (@) = ue ),

1
od infine pil generalmente che per un assegnato p>g

(0)(A).

(1) u ey, ) @), ve r(°)(91), PO er'9(q) oy er

2

Qui yo(p)‘(Q), p>1, indica lo spazio di ultradistribuzioni
duale dello spazio di Beurling yép)(ﬂ) e F(O)(Q) To spazio di Gevrey di
eésponente ¢ 2 1. Per le notazioni e le principali.proprieta di questi spa
zi rimandiamo al Seminario [C3] tenuto qui To scorso anno accademico ed
alla letteratura in proposito ivi indicata. Ricbfdiamo che con sing supp u,
sing suppcu indichiamo 1'intersezione di tutti i chiusi (relativamente
ad un aperto Q) al di fuori dej quali uecC. 0, rispettivamente, appar-

tiene a F(O.
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1. E' noto che se 91 =@ (I) e (II) valgono qualunque siano

QcR"edA = 92 C Q se e soltanto se P eipoellittico, rispettivamente

o-ipoellittico.Un altro caso in cui vale (I) qualunque sia P con A = 2,

e quello in cui 91 = @\ K, K compatto contenuto in @, ed QZ = Q. Tale
proprieta & conseguenza del fatto che se uc& 1'inviluppo convesso di
sing supp P(D)u e di sing supp u coincidono. Un altro caso particolare
di (I) & fornito dal seguente teorema che, secondo la formulazione di

[H1] si pud enunciare cosi:

1.1. Teorema. Sia H un semispazio aperto di Rn e K un compat-

to contenuto nella chiusura di H. Allora qualunque sia P
u€D'(H), ueC (M), P(D)ueCc”(H)= uec(H).

Di questo risultato di tipo (I) e del precedente, J. Boman ha

dato in [B1] una versione in cui lo spazio ¢ & sostituito da spazi di

(o) .

funzioni indefinitamente differenziabili dei quali lo spazio T e ca
so particolare. Egli prova dunque in particolare le seguenti proprieta di

tipo (II):

1.2. Teorema [B1] . Sia Q un aperto di Rn, K un compatto con-

tenuto in @ e o 2 1. Allora qualunque sia P

ve '@, uer @), poue 1@ > uer ).

1.3. Teorema [B1] . Sia Q un aperto di Rn, d un numero reale,

K un compatto di @ e o 2 1. Allora qualunque sia P

() () (g )= ue rl®

UED'(R), UET 4

(@4 K), P(DJ)uerT €

R

ove 2, = {x € X, > d}.

d
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Per dare una dimostrazione di questo risultato anche quando
nello spazio di funzioni indefinitamente differenziabili che si conside-
ra non esistano funzioni non identicamente nulle a sﬁpporto compatto, co-
me accade in F(1), Boman, utilizzando una idea di Ehrenpreis, costruisce
una successione di funzioni X, € Cow, in seguito rivelatasi assai utile
in problemi di questo tipo.

Si sceglie una funzione o € COoo con supp ¢ C {xEERn;lxl< 1/4}
e tale che ¢ 20, f ¢ dx = 1 e si pone

c = f}Da¢|dx > C=max c .
o] o
lo=1
Se K & un compatto di R > sia Y la funzione caratteristica del
1"insieme dei punti a distanza minore di r/2 da K, r >0, e per ogni inte-

ro positivo v si definisca

(1.1) X\)=¢*¢r*¢ *ox LY

ove nella convoluzione vi sono v fattori eguali a ¢ e si & posto ¢ (x)=

r/v

=a ¢(x/a) Le funzioni X, hanno Te proprieta descritte dal seguente
Temma

1.4, Lemma [H3]. Sia K un compatto di R" ed r > 0. Allora per

ogni intero positivo v la funzione X, definita da (1.1) appartiene a ¢

)

@ uguale ad uno su K e a zero in tutti i punti con distanza > r da K e
o+B -la B n
(1.2) |D Xv(x)]§ c.r | I(c v/r_)l | con a, B €Z+, |B| < v.

Da questo Temma, quando si scelga a = 0 in (1.2), seque che
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1.5, Corollario. Sia © un aperto di Rn e si scelgano il com-
patto K ed r > 0 nel Lemma 1.3 in modo che per ogni v, X, € C: (2). Al1o
ra se u € F(G)(Q), o 2 1, per ogni aperto Q' a chiusura compatta conte-
nuta in Q esiste una costante positiva c(Q') tale che per ogni intero po
sitivo v
(1.3) IDB(xvu) (x) s (@)’ T(ov + 1), x €', |8] s v,

ove I' indica la funzione di Eulero.

1.6. Osservazione. Se la funzione ¢ a partire dalla quale si

P . . P3 . oo . . .
costruiscono secondo (1.1) le funzioni X, anziché in Co si sceglie in

()

o e per ogni € > 0

Yo(p), allora anche le funzioni X, appartengono a vy

esiste c(e) > 0 tale che in luogo di (1.2) si ha

(1.2) |Da+va(x)| < cle) elalr(p|a|+1)r_|a|(c v/r)lBl, a,SEEZQ,|B| <.

In tal caso, se u € F(O)(n), cz1, e supp X, € Q per ogni v,
allora per ogni Q'CCQ e per ogni € > 0 esistono delle costanti c(Q'), in

dipendente da € e v, e c(e,2') indipendente da v, tali che
1 n
(1.3) 0P 1 5 S clesa) ) B BIBl o e g s v

= -1 . ;
dove | f g, =SUp sup € loLlr(plmlﬂ) lDaf(x)I 2 una seminorma
) B eQ' ael+

in Y(p ().
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2. I teoremi enunciati nel numero precedente forniscono ri-
sultati del tipo di (I) e (II), validi per ogni polinomio P, ma richie-
dono che sing supp u, rispettivamente sing Supp_u siano Timitati. L'esem
pio dei polinomi ipoellitticimostra che & possibile liberarsi di questa
restrizione, ove si considerino particolari tipi di polinomi. Un ampio
ed approfondito studio di condizioni necessarie e sufficienti al verifi-
carsi di proprieta di tipo (I) & stato fatto da L. Hormander in [H2],
[H41 ed [H5] . Noi ci limitiamo qui a considerare alcuni risultati per i
quali valgono analoghe proprieta del tipo (II) e (III).

Un primo risultato che vogliamo richiamare risale essenzial-
mente a V.V. GruSin [G1] e riguarda i polinomi di tipo prineipale e con
parte principale a coefficienti neali. Ricordiamo che un polinomio diffe
renziale P(D) = 2;“ caDa su Rn si dice di tipo principale se tutti i

folsm @ . . o
suoi vettori caratker1st1c1 sono semplici, ossia se indicata con Pm(s) =

= ]alz;m Co, Ea la sua parte principale, & grad Pm(E) # 0 per ogni g GRn\ {0}
tale che Pm (g) = 0. Se Pm ha coefficienti reali, xoesRn, Eo € Rn\ {0} e

Pe (£°) =0, 1a retta
x = x° +t grad Pm(Eo) , teR
si dice una Tinea bicaratteristica di P per xo. Vale i1 seguente risultato

2.1. Teorema [G1] . Sia P di tipo principale e con parte prin
cipale Pm a coefficienti reali, Q un aperto di R" e y € D'(Q) tale che
P(D) u €C” (R). Se xX° € g e su ogni Tinea bicaratteristica £ di P per x°
esiste y2 &.sing supp u, tale che il segmento [xo,yQ]'c 2, allora
° ¢ sing supp u.

Questo risultato equivale ad affermare che se Xquing supp u,
allora per almeno una linea bicaratteristica ¢ di P per xo, la componente

di & NQ che contiene x° 2 contenuta in sing supp u.
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Per gli stessi operatori si prova inoltre un'altra proprie-

ta delle linee bicaratteristiche e ciod che

2.2. Teorema [Z1l . Se P & di tipo principale e di ordine m,
con parte principa1e a coefficienti reali ed & & una linea bicaratteri-
stica di P, allora esiste una soluzione u € Cm(Rn) de11'equazione P(D)u =
con sing supp u = 2.

Questo teorema ed i1 Teorema 2.1 consentono di provare un ri-

sultato del tipo di (I) per questo tipo di operatori.

2.3. Teorema [H2]. Sia P di tipo principale e con parte prin-

cipale a coefficienti reali e siano @, c &, C & aperti di Rn. Allora per

un aperto A C 92 vale la proprieta (1; se Z soltanto se per ogni linea bi
caratteristica 2 di P, ogni componente di £ N Qz-che interseca A interse-
ca anche 91.

La parte necessaria di questo teorema si prova utilizzando i1
Teorema 2.2; la parte sufficiente fondandosi sul Teorema 2.1. Questo, a
sua volta, pud essere provato come conseguenza del1'esistenza di oppor-
tune soluzioni fondamentali per i1 polinomio P(D):

2.4. Teoremg;[H2]1)

. Sia P di tipo principale e con parte
principale a coefficienti reali e sia F un chiuso di Rn contenente una
meta di ciascuna Tinea bibératteristica di P per 1'origine. Allora e-
siste una soluzione fondamentale EEED‘(R") di P(D) con sing supp E C F.
11 Teorema 2.4 & ottenuto da L. HOrmander come conseguenza
di un risultato piu generale in cui, per studiare i1 supporto singolare
di una soluzione fondamentale di un polinomio differenziale P, si utiliz

za 1'insieme L(P) delle sue Localizzazioni all'inginito, ossia 1'insieme

1) Si veda anche [G1].

0
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dei polinomi £~ Q (&) tale che per una successione
© P(g+n )/F(n ) > Q(g)
n, >, € n, n, >
ove B(n) = (Z IP(a)(n)|2)1/2. Per ognuno di tali Q si pone

MQ) = {g€R"; Qb + t€) = Q(n) ¥ t, n)

(2.1) A(Q) = {xe R <x,£>=0 YEEA(Q)) .

Si vede subito che P & 1poe]1itticos? e soltanto se tutte le
sue localizzazioni sono delle costanti e quindi per ognuna di esse A'(Q) =
= {0}. E'pure facile provare che 1'insieme {A'(Q), Q €L(P)} & 1'insieme
delle linee bicaratteristiche di P per 1'origine se P & di tipo principa
le e con parte principale a coefficienti reali, e 1'insieme delle Tinee
caratteristiche 2) per T'origine se P & un polinomio omogeneo in due va-
riabili. Per questi ultimi polinomi vale un risultato come quello del Teo
rema 2.4 con F sostituito da un chiuso di Rn contenente una meta di cia
scuna linea caratteristica di P per 1'origine e quindi, con 1a stessa so

3)

stituzione, un teorema come i1 Teorema 2.1 . Ne seque allora

2.5 Teorema. Sia P un polinomio omogeneo in due variabili e
siano Q1C392 C Q aperti di R2. Allora la proprieta (I) vale per ogni a-
perto A CIQZ tale che per ogni linea caratteristica & di P, ogni componen
te di 2 r\QZ che interseca A interseca anche Q. .

1
Ancora utilizzando le localizzazioni di P all'infinito, in

Ossia della rette ortogonali ai vettori caratteristici di P.

) Si veda anche i1 Teorema 5.1 di [H2].
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[H21 & provato i1 seguente Teorema

. 2.6 Teorema [H2]. Sia P un polinomio su R" ed H, = {xe Rn;

N
<x, N>20},N€ Rn\{O]. Se esiste un cono As) aperto e convesso conte-
nente N ed una costante c1 > 0 tale che

(2.2) zec”, P(z) =0, Ing € -c N-A, T+ o= Img > =,

1

allora esiste una soluzione fondamentale E € D' (Rn) tale che
sing supp E C A' = {x € Rn; <X, £>20,8 €A},

Si noti che A' 2 un cono chiuso, convesso, proprio (ciog non
contenente -alcuna retta), contenuto in HN e contenente N e tale che A' ﬂBHN=
= {0}.

D'altra parte, come in Hormander [H2] , si prova facilmente che

2.7 Teorema. Sia P un polinomio avente una soluzione fondamen-
tale £ € D'(Rn) con sing supp E contenuto in un cono proprio chiuso e con
vesso W (con vertice 1'origine) e sia N € Rn\'{U} tale che WCZHN =
= {x € Rn; KX,N> 20} e W rwaHN = {0}. Allora vale la proprieta (I) con

n

Q= 92 =A=R, 91 = i1 complementare CHN di hN:

uen R, u€c™(CH), P(D)u ec®R") = ue c”R".

Si noti che esistono polinomi per i quali vale la conclusione

di questo teorema, ma che non soddisfano a (2.2)6). Quest'ultima & inve-

4) Per questo teorema e per il Teorema 2.7 si veda anche [S1].

5) Ossia un sottoinsieme di R" tale che yE A=)y €A Y 2 0.

2 2
6) per esempio se n = 3, N = (0,01), P(€) = £+ £, .
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ce soddisfatta da tutti i polinomi che sono prodotti di un polinomio i-

perbolico rispetto ad N e di un polinomio ipoellittico 7).

2.8 Cenno alla dimostrazione del Teorema 2.7. Sia ¢ € C (R )

e ¢ =1 1n un intorno dell'origine. E' P(D)(¢E) = 6-f, con f =- E P(“)(D)E Da¢/
fol. E' fE€E& eperunt >0, sing supp f C {x; <x,N> = t}. E' poss1b1le
quindi scrivere f = f1+f2 con f € C (R ) ed fzéE &' con supp f C

C{x; <x,N> 2 t/2}. Se quindi u sodd1sfa alle ipotesi indicate é

P(D)u* (¢E) = u * P(D)(GE) = u - u * fo-ur f,

e quindi

u-u*f,ec” RN,
D'altra parte, dall'ipotesi che sia ue ¢~ ({x; <x,N> < 0}), segue che
u* e C(Ix; <,N> < t/2}), onde u e C({x; <x,N> < t/2}). Iterando
questo ragionamento si conclude che u € Cw(Rn).

Da questo teorema si trae subito i1 seguente corollario

2.9 Corollario. Se P soddisfa alle ipotesi del Teorema 2.7 e

V & un cono chiuso tale che VA{0} CC(-W) , esiste un numero finito di

vettori NJ € W\{0} e di numeri d >1, 1,...2, tali che
£ n .
VaUa, o, =1{yeR’; |y| sd, <y, N¥ 53,

e perogni j =1,...2

Di pil,questi polinomi soddisfano anche alla condizione che si ottiene
sostituendo nella (2.2) N con -N e A con -A.
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ueD'RM, ue CW(BAJ.), PD)u € CCR") »ueC"RY.

11 Teorema 2.1 & stato esteso da L. Hormander [H41 , utiliz-

zando le localizzazioni all'infinito di un polinomio P.

2.10 Definizione [H4]. Si dicono spazi bicaratteristici per
2'onigine di un polinomio P i sottospazi di R" che sono Timiti di una suc
cessione di sottospazi A‘(Qj), Qj € L(P), definiti da (2.1), rispetto al

Ta metrica

d(V,W) = sup inf |x-y| s V, W sottospazi di R™.
xe€V y€EW
[x]=1 |y|=1

n i o . . e e s
Con Bx’ x €R , si indica 1'insieme degli spazi bicaratteristici di P per

X .

2.11 Teorema [H41. Sia P tale che

(2.3) ple)

(M/$G)+0 pern > , |a] > 1.

Siano poi 2 C Q aperti di R" ed u € D'(0) tale che u € Cw(ﬂ1),
P(D) u € ¢ (). Se ° € Qe per ogni b € on la componente di b N @ conte-
nente x0 incontra 91, a11ota xqising supp u.

Altrimenti detto: nelle ipotesi del Teorema 2.11 su P edu,
se A & un aperto CQ tale che per ogni spazio bicaratteristico b di P ogni
componente di b NQ che incontra A incontra pure 91, allora vale la (I) con
Q, = Q, ossia

2

ue 0'(R), u eC°°(Q1), P(D) u €C7(Q) = ueC (A)-

Si noti che alla (2.3) soddisfano tutti i polinomi di tipo
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principale, tutti i polinomi tpoellittici,ed i polinomi prodotti di po-
Tinomi di questi tipi . Si noti anche che P soddisfa alla (2.3) se e sol
tanto se tutte le sue localizzazioni all'infinito sono polinomi di ordi-
ne < 1. Ne segue che per ogni Q € L(P) gli spazi A'(Q) definiti da (2.1)
hanno dimensione < 2 se P 2 a coefficienti complessi e < 1 se P ha coef-

ficienti reali.

2.12 Osservazione. -I Teoremi 2.5 e 2.11 provano anche che
per i polinomi omogenei in due variabili e per quelli che soddisfano a
(2.3) vale la proprieta (I) con o = 2 = A= R" e Q = CV, V un qualun-

Que cono proprio chiuso e convesso, ossia che per tali V

uen'R"), uec(ty), P(D) u eC’R") = ue c"R").

3. Una proprieta del tipo della (I1), con o=1, & stata pro-
vata da K.G. Andersson [A1] per i polinomi P di tipo principale e con
parte principale a coefficienti reali. Questo risultato, del tutto analo-
go al Teorema 2.3 & ottenuto dopo aver costruito una soluzione fondamen
tale di P con supporto singolare analitico contenuto in certi insiemq,
connessi con opportune lTocalizzazioni di P. Tale costruzione @ effettiva
mente eseguita nel caso in cui P sia pil debole della sua parte principa
le e questa sia Tocalmente iperbolica 8), ci0 che si verifica quando P &
di tipo principale e con parte principale a coefficienti reali. La costru
zione utilizza una opportuna partizione dell'unita sullo spazio duale dj

Rn, mediante funzioni del tipo delle funzioni X, definite da (1.1).

3.1 Teorema [A1]. Sia P di tipo principale e con parte princi
pale a coefficienti reali e siano 91 C 92 C Q aperti di R Allora per un
8)

Si veda in 4.9 1a definizione di polinomio omogeneo localmente iperbo
Tico.
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aperto A c:ﬂ2 vale la proprieta (II) cono = 1, se e soltanto se per ogni
linea bicaratteristica £ di P, ogni componente di £ N 92 che interseca A
interseca anche 91.

Si pud provare una proprieta del tipo (II) analoga a quella
del Teorema 2.7, imponendo a P una condizione pit forte della (2.2). Per
mostrare questo risultato anche nel caso in cui sia ¢ =1, si segue Ta dimo
strazione del Teorema 2.7 utilizzando una opportuna soluzione fondamenta
le di P costruita in [M1] e le funzioni X, definite da (1.1). Valgono i

seguenti teoremi analoghi ai Teoremi 2.6 e 2.7 rispettivamente.

3.2 Teorema [M1]. Sia P un polinomio su Rn ed esistano un co
no proprio aperto e convesso A, due numeri k > 1 e o 2 1 e due costanti
positive c1 ec, tali che

ter", t€R, |E[>k, n€A, |n| =1, P(E+itn)=C =

TZ-c, oOppure t < -c2|511/g.

Allora esiste una soluzione fondamentale E € D'(Rn) di P con sing supp0 E

cA' = {x€ Rn; <x,n>z 0 ¥neAl.

3.3. Teorema. Sia o 2 1 e P un polinomio avente una soluzio-
ne fondamentale E € 9'(R") con sing suppE contenuto in un cono chiuso
convesso e proprio W e sia N€ R\ {0} tale che w;HN e Nr\aHN = {0}. Al-
Jora vale la proprietd (II) con Q = Q, = A= Rn, 91 = BHN, ossia

uen'®M, u EF(G)(CHN), ) uer @ = wer®@ .

Dimostrazione. Per semplicita sia N = (0,...0,1) e sia X, la

funzione definita da (1,1) quando K & la sfera di centro 1'origine e rag
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gio 1 ed r = 1. Posto, analogamente a quanto fatto in 2.8, f E

- pla)

= _a¢0 (D)E D* xv/a', sia v (x ) 1a funzione def1n1ta su R da (1.1)

quando K & 1'intervallo [-2,t/2] ed r=t/4, con t come in 2.8. Siano
= wva ed va = (1_wv)fv onde

Tv°

- " *
u-u * fz\) = P(D)U X\)E + U f

E' f, € Cm, f, €& con supp f, C{x;x_ = t/2} e, tenuto conto del Co-
v o’ 2v i 2v n .

rollario 1.4, IDBf1V(x)l sc T (ov+l) se |B] < v, con ¢ indipendente da

V. Se ora u soddisfa alle ipotesi indicate, P(D)u*(x E) Gl‘(o)(Rn) uni

formemente rispetto a v e se [B]| < v, SEB|D (u*f )(x)I <c” r (ov#), qua

lunque sia 1'aperto limitato Q e

(3.1)  sup ]D (u*f )( )5 @)’ rlove), se R'cc  {x e R"; x < t/2}.
XEQR'
Ne segue che anche u soddisfa alla (3.1). Iterando.questo procedimento si

prova cosi che

sup 0% ()] = c(@)’ rlovet),  [g] s v

xeqQ'
qualunque sia 1'aperto Timitato Q'. Poiché v & un qualunque numero natura
le, cid prova il teorema.

Questo teorema consente ev1dentemente di affermare che vafe
AL Conollario 2.9 con F( o) oz1, in Luogo di C .

Un caso particolare di polinomi soddisfacenti alla ipotesi
del Teorema 3.3 & quello dei polinomi iperbolico-ellittici definiti da

J. Fehrman.
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3.4 Definizione [F1]. Un polinomio P su Rn si dice Lperboli-
co-ellittico nispetto al vettore N € R™ {0} se N non 2 caratteristico per
P ed esistono due costanti positive o <, tali che

gGRn, teR, P(g+itN)=0 =t 2 -c, oppure ts-c, lel.
In [F1] & provato che se P & iperbolico-ellittico rispetto ad N, allora
1o & pure rispgtto a tutti gli n appartenenti ad un cono aperto A conte-
nente N od al suo opposto. P ha in tal caso una soluzione fondamentale
analitica fuori di un cono chiuso W i1 cui inviluppo convesso & il cono
proprio chiuso e convesso duale di A, ed un'altra soluzione fondamenta-
le analitica fuori del cono -W. IT cono W si dice supergicie del gronte
d'onda di P.

Tenuto conto che WN(-W) = {0}, dal Corollario 2.9 con F(1)=

= A in luogo di Cw, segue che

3.5 Corollario. Sia A un cono aperto e P un polinomio iper-
bolico-ellittico rispetto ai vettori appartenenti a A U (-A). Allora esi
ste un numero finito di vettori N e (AU(-2)\{0} e di numeri dj > 1

j=1,...,2 tali che

2 " ;
R'= U b, .8, ={y€eR; |y|sdy,ND>)
1 3 J J

e perogni j =1,....4

uen' RM, ue A(CAj),P(D)u e AR™ = ueARM.
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4. Passiamo ad indicare alcuni casi in cui vale una proprie-
ta del tipo della (III). Per provare proprieta di questo tipo si possono
utilizzare soluzioni fondamentali di P appartenenti 5] duale di uno spa-
zio di Beurling delle quali si conosca il o-supporto singolare e le fun-
zioni X, definite da (1.1) a partire da una ¢e5yép

Procedendo come per la dimostrazione del Teorema 3.3, tenuto

(0)(

conto che I Rn) c y(p)(Rn) se p > oe delle (1.3'), si prova anzitut-

to che

4.1 Teorema. Sia P un polinomio avente una soluzione fonda-
mentale E € y( )(R ) con sing Supp,_ ECW,ovep>c21eW2un cono
chiuso proprio e convesso. Sia poi N € R" \{0} tale che wc:H ={x € R" 3<X,

20}eW FIBH = {0}. Allora vale 1a proprieta (II1) con @ = Q, =
= A =R" ed Q, = CH , 0ssia
1 N
' n

wex? ' ®", wer e, poy e r @ @ o e po) gy

4.2 Corollario. Se P soddisfa alle ipotesi del Teorema 4.1 e
V & un cono chiuso tale che V\{0} c C(-W), esiste un numero finito di vet-

tori N9 e W'\{0} e di numeri dj >1,3 =1,...,2, tali che

y; .
cU s, s =tyer, |y s 4,y N>y,
j:

—_
<

e perogni j=1,...,2

ey P /M, wer®) ta,), P e MR & ye plo) gy

Una condizione sufficiente affinché P soddisfi alle ipotesi

del Teorema 4.1 & fornita dal seguente teorema che generalizza il Teorema
3.2
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4.3 Teorema. Se per un dato polinomio P esistono un cono pro
prio, aperto e convesso A, dei numeri k> 1, p > o 2 1 e due costanti po

sitive c1, c2 tali che

IS Rn, TER, |E] >k, nEAD, |n]=1 P(E+im) =0 =

- -c1]£-<£,n>n\1/p oppure T £ -C, |gl1/0,

(p)!

allora P ha una soluzione fondamentale E € g (Rn) con sing supp0 Ec A

Alle ipotesi di questo teorema con p = m/(m-1) soddisfano ad
esempio tutti i polinomi prodotti di un polinomio o-ipoellittico e di un

9)

polinomio di ordine m con parte principale iperbolica ~". I1 seguente ri

sultato pud essere considerato come un caso limite del Teorema 4.3.

m .

4.4 Teorema [C1]. Sia P(D) = jEO aJ(D')D% . 3y polinomi. in
D'=(D,,...,D,_,) di ordine s M-j e sia A, = {E€ R™1 e skuie e R
% la,(£')| = 0}. Se esistono k > 1, 021, p €0, +o0] e due costanti posi

=0 .
%1ve c1 e c2 tali che

(') € RVNAIXE L P(EA)=0 =

Im X 2 -c, l£'|1/p oppure Im X £ -c2(|g‘|+IReA|)1/O,

(p) ' on-1

allora P ha una soluzione fondamentale E € D' (R Y, (R™ "))con sing suppoE

CH=xeR x 2 010,
Per i polinomi soddisfacenti alle ipotesi del Teorema 4.4 e,
pit in generale, per quelli che hanno una soluzione fondamentale ultradi-

stribuzione con o-supporto singolare contenuto in un semispazio, vale 1a

9) Si veda [H1], Teorema 5.7.3. ed [L11.

10) Per p = +o si intende 1/p = 0e Yép) =D,
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seguente proprieta di tipo (III).

)"y
con sing SUpP_ EC HN = {x € Rn; <X,N> 20}, N e Rn\{Ob}, g21, pE€ lo,+],

allora qualunque sia i1 cono chiuso, proprio e convesso VC HN tale che
1)
e

4.5 Teorema. Se P ha una soluzione fondamentale E € y

VnaHN={0}

uey® @M, uer@en, popuer @ - ye rldgn,

(p)
0
la funzione definita da (1.1) quando K & la sfera di centro 1'origine e rag
(p)' £

0

Dimostrazione. Sia per semplicita N = (0,...,0,1) e sia X, €Y
giore¢€y
X\)“ =EF* P(D)(X\)u) =F * X\)P(D)u -E* f\)’

con f = - Z P(a)(D)u Daxv/a!.

oz0

Dalle proprieta di V e di X, € dal fatto che u er(")(cv) C
y(p)(CV), segue che esiste t 2 d_1r, dz IN|_1, tale che f\) = Y(p)(Ht),
(p)

con Ht = {x E-Rn; xn<t}. Sia ora wv €Yo ' la funzione definita su R da
(1.1) con K

1]

[-2,t/2, r = t/4 e ¢ EY(-D) esiano f, =y f edf, =
0 Tv AVARY) 2v

(p) n v
= (4~ ' C <lx] <
(1 wV%ZB'E fi, € Yy > suppnfw {x e R, r glx|< 2r, xn<t} ed
f2\) €y , supp f2v c{xe R X 2 t/2}, inoltre
* = * = * .
(4.1) X, U+ E va E )g)P(D)u E fh) v,

Le maggiorazioni (1.3') valgono con X\)P(D)u ed f, in Tuogo di X, U qua-

v

1 . . T -
" Si noti che ﬁueste condizioni implicano che per una costante d 2 [N] !

eV cixeR, |x|s dix,N>}.
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lunque sia 1'aperto limitato Q' cC R". Valgono inoltre con E in luogo di
X, Y quando ﬁ'CH0 = {x € Rn, X < 0}. Pertanto per le derivate del se-

condo membro v, di (4.1) risulta
IDva(x)l s.:(sz)le’lﬂx')cls1 s xEQ, Bl 59

per ogni aperto limitato @ di Rn e inoltre

L

|oﬂg*fa)un écmﬂ8“1r(ﬂshn,xeK,sezz

per ogni compatto K C H ve c(2) e c(K) sono indipendenti da v.

sz ©
Da (4.1), notando che XU =u quando |x| € r, segue allora

che

,xeKknixe R"; Ix] < r}, |B]

IA
<

108u(x)| < c(k)!Bl1ol8l

(

per ogni v € Z . Cid mostra che uE T 0)(K N {|x] £r}) e quindi, per 1a

arbitrarieta di r che u € F(O)(Rn).
Per la sua analogia con un risultato provato in [C2] sull'e-
sistenza di soluzioni in uno spazio di Gevrey, segnaliamo i1 seguente co

rollario dei Teoremi 4.4 e 4.5.

4.6 Corollario. Sia P un polinomio su R" e sia o2 1. Se esi
ste un numero finito di vettori NJ IS Rn, con |NJ| = 1,3 = 15:005L5 due nume

ri p>oce k> 1, e due costanti positive ¢, ec, tali che
a) Ve Rn\{O} esiste j € {1,..24}, tale che <y, N> > 0,

b) £ cR™, t €R, |&- <& NN DKk , P(g +itN)=0 =

1/0

L]

IA

|1/p £

>

2 -c, |e-<g NN

(i
|

oppure t £ -C,
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allora esistono delle costanti dj >1, 3 =1,....£, tali che

i £
R" = U A

A, =y eRY Jy| < 4 <y, N>,
j:

it i

sl

e per ogni j =1,...,2

Le condizioni a) e b) del Corollario 4.6, cono = 1 e p = m/
/(m-1), sono in particolare soddisfatte se P & un polinomio di ordine m
con parte principale iperbolico-ellittica. In questo caso il Corollario
4.6 fornisce un risultato che estende quello del Corollaio 3.5, poiché co
me & provato in [F1] ogni polinomio iperbolico-ellittico ha parte prin-
cipale iperbolica-ellittica ed & di questa piu debole nel senso definito
in [H1].

Come & provato in [C4], Ta condizione b) 2 soddisfatta se P
@ un polinomio in due variabili ed Nj @ un qualunque vettore non caratte
ristico per P. Da cid segue che per i polinomi in due variabili oltre al

Corollario 4.6 vale anche i1 seguente

4.7. Corollario. Sia P un polinomio su R2 e o 21, Allora per
ogni cono chiuso convesso e proprio V C R2 esiste p' > o tale che vale la

(I11) con @, = CV, @, =0 = A = R", ossia

u E’Yc()p)'(Rz) s UET (0)(CV), P(D)U = F(o)(RZ) = UEF(O)(RZ).

Questo risultato va confrontato con quello indicato nella 0s

servazione 2.12.

4.8. Osservazione. In [C2] & provato che se ¢ 2 1 & raziona-
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le le condizioni a) e b) del Corollario 4.6 assicurano che P(D)I‘(O)(Rn)=
= F(O)(Rn). Come ho indicato nel seminario [C3] dello scorso anno, la con
dizione del Teorema 4.4 cono razionale 2 1 assicura che esiste una solu
zione u EEF(O)(Rn) de11'equazione P(D)u = f, quando f soddisfa ad una con
dizione che sembra essere essenzialmente equivalente alla esistenza di

una costante ¢ > 0 tale che per ogni compatto K contenuto nel complementare
di un cono V = {x €R™; [x] £d <x,N>}, d >0,

|a]+1

sup |[DMF(x)| s ¢

['(o|al+1),a € 7" .
+
xeK

Questo risultato & da confrontare con quello del Teorema 4.5,
e 4.9. Terminiamo ricordando che utilizzando la teoria delle iperfunzio-
ni, T. Kawai ha prgvato in [K1] precisi risultati di propagazione delle
singolarita analitiche delle soluzioni dell'equazione P(D)u = 0, quando
P ha parte principale Pm Localmente iperbolica, ossia quando per ogni
£ eR™ {0} tale che Pm(go) = 0 esistono un intorno UEO di £°, un vettore

N e R™{0} ed un ¢ > 0 tali che

EGUEO,TEC, 1] <e P(E+N)=0 = Imt=0.
E' facile vedere che ogni polinomio omogeneo di tipo principale ed a coef
ficienti reali & localmente iperbolico.

Ricordiamo anche che per polinomi con parte principale localmen-
te iperbolica Hormander ha provato in [H5] che @ P(D) A(Rn)=A(Rn)12).

Da quanto precede ci sembra di qualche interesse esaminare le
connessioni fra risultati riguardanti 1'esistenza in spazi di Gevrey di
soluzioni dell'equazione P(D)u = f e risultati del tipo di quelli dei Co

rollari 4.2 e 4.6 e del Teorema 4.5.

12) Si veda anche [A2].
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